Algoritmy pre HMM

Brona Brejova
26.10.2023



Opakovanie: HMM (skryty Markovov model)

model

(HMM) ——nahodna DNA sekvencia S, ndhodna anotacia A

(podobné na ozajstni DNA)

Pr(.S, A) — pravdepodobnost, ze model vygeneruje par (S, A).
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Predpokladajme, ze model vzdy zac¢ina v modrom stave.
Pr(asag) = 0.27 - 0.001 - 0.27-0.99-0.24 - 0.99 - 0.28 = 4.8 - 107°
Pr(aeag) = 0.27 - 0.999 - 0.23 - 0.999 - 0.27 - 0.999 - 0.23 = 0.0038



Iny hrackarsky priklad: pocasie
e Obdobie nizkeho tlaku vzduchu: vacsinou prsi
e Obdobie nizkeho tlaku vzduchu: vacsinou slne¢no

Kazdé obdobie trva typicky nielkoko dni

Cvicenie: reprezentuj ako HMM



Parametre HMM (oznacenie)
Sekvencia S = S1,...,9,

Parametre modelu:

Prechodové pravdepodobnost a(u, v) = Pr(A;1+1 = v|4; = u),
Emisnéa pravdepodobnost e(u, x) = Pr(S; = x|A; = u),
Potiatotna pravdepodobnost 7m(u) = Pr(A; = u).
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Vysledna pravdepodobnost’:
PI’(A, S) = 7T(A1)€(A1, Sl> H?:2 CL(AZ'_l, Az)EE(AZ, Sz)



Viterbiho algoritmus

Pre dané HMM a sekvenciu .S

najdi najpravdepodobnejSiu anotaciu (postupnost stavov)
A = argmaxy Pr(A,S) = argmax 4 Pr(A|S)

Ako by ste to riesili?

Pripomenme si priklad:

Pr(asag) = 0.27 - 0.001 - 0.27-0.99 - 0.24 - 0.99 - 0.28 = 4.8 - 10~°
Pr(aeag) = 0.27 - 0.999 - 0.23 - 0.999 - 0.27 - 0.999 - 0.23 = 0.0038



Viterbiho algoritmus
Najdi najpravdepodobnejsiu postupnost stavov A = arg max 4 Pr(A4, S)

Podproblém V' [u, ¢|: pravdepodobnost najpravdepodobnejsej cesty konéiace;
po ¢ krokoch v stave u, pricom vygeneruje S155 ... .5;
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Viterbiho algoritmus

Podproblém V' [u, ¢|: pravdepodobnost najpravdepodobnejsej cesty konéiace;
po ¢ krokoch v stave u, pricom vygeneruje 5155 ... .S;

Rekurencia?
Viu,1] =
Viu,i| =

Pripomenme si oznacenie:

Sekvencia S = S1,..., S, anotacia (stavy) A = A{,..., A,
Prechodové pravdepodobnost a(u, v) = Pr(A;11 = v|4; = u),
Emisnéa pravdepodobnost e(u, x) = Pr(S; = x|A; = u),
Potiatotna pravdepodobnost 7m(u) = Pr(A; = u).

PI’(A, S) = 7T(A1)€(A1, Sl) H?:2 CL(AZ'_;[, AZ)G(AZ, Sz)



Viterbiho algoritmus

Podproblém V' [u, ¢|: pravdepodobnost najpravdepodobnejsej cesty konéiace;
po ¢ krokoch v stave u, pricom vygeneruje 5155 ... .S;

Rekurencia:
Viu,1] = w(u) - e(u, Sy)
Viu, i = max,, V|w,i — 1] - a(w, u) - e(u, S;)

Algoritmus, celkova odpoved’, cas vypoctu?

Pripomenme si oznacenie:

Sekvencia S = S1,..., S, anotacia (stavy) A = A{,..., A,
Prechodové pravdepodobnost a(u, v) = Pr(A;11 = v|4; = u),
Emisnéa pravdepodobnost e(u, x) = Pr(S; = x|A; = u),
Potiatotna pravdepodobnost 7m(u) = Pr(A; = u).

PI’(A, S) = 7T(A1)€(A1, Sl) H?:2 CL(AZ'_;[, AZ)G(AZ, Sz)



Viterbiho algoritmus (zhrnutie)
N4jdi najpravdepodobnejsiu postupnost stavov A = arg max 4 Pr(A4, S)

Podproblém V' [u, ¢|: pravdepodobnost najpravdepodobnej$ej cesty kongiace;
po ¢ krokoch v stave u, pricom vygeneruje 5155 ....5;

Rekurencia:
Viu,1] = w(u) - e(u, Sy)

Viu, i = max, Vw,i — 1] - a(w, u) - e(u, S;)

Algoritmus:
Inicializuj V' [*, 1]
fori = 2...n (n=dizka S)
foru =1...m (m =pocet stavov)
vypotitaj V'[u, i, uloZ najlepsie w do Blu, i
Maximéalne V' |u, n| cez véetky u je max 4 Pr(A,.5)
Cestu najdi odzadu pomocou matice B

Dynamické programovanie v ase O(nm?)



Dal$i problém: celkova pravdepodobnost’ S

Viterbi poéita arg max 4 Pr(A, .5)

Teraz chceme celkovu pravdepodobnost, Ze vygenerujeme sekvenciu S
tj. Pr(S) =>_ ,Pr(4,5)

Uzito€né napr. na porovnavanie réznych modelov,

ktory méa vacsiu Sancu vygenerovat S

Ako by ste to pocitali?

Pripomenme si priklad:

Pr(asag) = 0.27 - 0.001 - 0.27-0.99 - 0.24 - 0.99 - 0.28 = 4.8 - 10~°
Pr(aeag) = 0.27 - 0.999 - 0.23 - 0.999 - 0.27 - 0.999 - 0.23 = 0.0038
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Dopredny algoritmus (forward algorithm)

Pocita celkovu pravdepodobnost, ze vygenerujeme sekvenciu S,

Pr(S)=>, Pr(A,95)

Podproblém F'|u, i|: pravdepodobnost, Zze po ¢ krokoch vygenerujeme

S1,S55,...5; adostaneme sa do stavu wu.

Flu,i]| =Pr(A; =u AN S1,5,...,5;) =
ZALAQ,---,A@':U Pr(A, A, ..., A; AN S1,52,...,5;)
Rekurencia?

Flu,1] =

Flu,i] =

Pripomenme si rekurenciu z Viterbiho:
Viu, 1] = w(u) - e(u, S1)

Viu, i = max, Vw,i — 1] - a(w, u) - e(u, S;)
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Dopredny algoritmus (forward algorithm)

Pocita celkovu pravdepodobnost, ze vygenerujeme sekvenciu S,

Pr(S)=>, Pr(A,95)

Podproblém F'|u, i|: pravdepodobnost, Zze po ¢ krokoch vygenerujeme

S1,S55,...5; adostaneme sa do stavu wu.

Rekurencia
Flu,1] = n(u) - e(u, S1)
Flu,i] =), Flw,i—1]-a(w,u) - e(u, S;)

Pripomenme si rekurenciu z Viterbiho:
Viu, 1] = w(u) - e(u, S1)

Viu,i] = max,, Vw,i — 1] - a(w, u) - e(u, S;)
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Dopredny algoritmus (forward algorithm)

Pocita celkovu pravdepodobnost, ze vygenerujeme sekvenciu S,

Pr(S)=>, Pr(A,95)

Podproblém F'|u, i|: pravdepodobnost, Zze po ¢ krokoch vygenerujeme

S1,S55,...5; adostaneme sa do stavu wu.

Rekurencia
Flu,1] = n(u) - e(u, S1)
Flu,i] =), Flw,i—1]-a(w,u) - e(u, S;)

Vysledok?
Celkova pravdepodobnost Pr(.S) =

Cas vypoctu?
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Dopredny algoritmus (forward algorithm)

Pocita celkovu pravdepodobnost, ze vygenerujeme sekvenciu S,

Pr(S)=>, Pr(A,95)

Podproblém F [u, z] pravdepodobnost, Ze po 7 krokoch vygenerujeme

S1,S55,...5; adostaneme sa do stavu wu.

F[U,Z] :PI'(A@ :’U,/\Sl,SQ,...,SZ') =
ZA]_,AQ,...,Ai:'U, Pr(A17A27“'7A73 /\5175127'“751')

Vysledok
Celkova pravdepodobnost Pr(S) = ) Flu,n|

Cas vypoétu O(nm?)
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Treti problem: pravdepodobnost, Ze .S; bolo generované v stave u

T AZ:’U,,S
Pr(4; = u|§) = Prldzws)

Pr(A; =u,S) =) 4.4, Pr(4,5)

Vypocitame kombinaciou dopredného a spatného algoritmu

F|u, i]: pravdepodobnost, Ze po i krokoch vygenerujeme S1,.55,....5; a
dostaneme sa do stavu wu.

Blu, i]: pravdepodobnost, ze ak zatneme v u na pozicii 4, tak vygenerujeme

v Vv /s

Sii1...,Sy vnajblizdich krokoch

Pr(A; =u,S) = Flu,i] - Blu,1]
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Spatny algoritmus (backward algorithm)

Dopredny algoritmus: pravdepodobnost, Ze po 7 krokoch vygenerujeme

S1,855,....5; adostaneme sa do stavu u.

Flu,1] = w(u) - e(u, Sy)
Flu,i] =), Flw,i—1]-a(w,u) - e(u, S;)

Spatny algoritmus: B [u, z] pravdepodobnost, Ze ak zacneme v u na pozicii ¢,

v v/

tak vygenerujeme S;11 ..., Sy v najbliz§ich krokoch

Ako spoéitat Blu, i]?
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Spatny algoritmus (backward algorithm)

Dopredny algoritmus: pravdepodobnost, Ze po 7 krokoch vygenerujeme
S1,855,....5; adostaneme sa do stavu u.

Flu,1] = w(u) - e(u, Sy)
Flu,i] =), Flw,i—1]-a(w,u) - e(u, S;)

Spatny algoritmus: B [u, z] pravdepodobnost, Ze ak zacneme v u na pozicii ¢,

v v/

tak vygenerujeme S;11 ..., Sy v najbliz§ich krokoch

Blu,n] =1
Blu,t] =), Blw,i+ 1] - a(u,w) - e(w, Si+1)

Cviéenie: Ako spocitat Pr(S) pomocou matice B?
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Aposteriorne dekddovanie (posterior decoding)

Videli sme: Pr(A; = u|S) = “Pigkg)[u,i]

Aposteriorne pravdepodobnosti stavov:
Pouzitim dopredného a spatného alg. vieme teda spocitat

Pr(A; = u|S) pre vetky u a i v celkovom gase O(nm?)

Aposteriorne dekdédovanie
Pre dané S zvolime A také ze A; = max; Pr(4; = u|.S)
Vyhoda: Berie do Uvahy suboptimalne postupnosti stavov

Nevyhoda: Pr(A | .S) méze byt 0 alebo vefmi nizka

Ina moznost: zvolime A Viterbiho algoritmom, aposteriérne pravdepodobnosti

pouzijeme na priradenie doéveryhodnosti jendotlivym ¢astiam A
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Hradanie génov s HMM

model ——nahodna DNA sekvencia S, ndhodna anotacia A

e Urcenie stavov a prechodov v modeli: ru¢ne, na zaklade poznatkov o
Strukture génu. 8 ? 8

e Trénovanie parametrov: pravdepodobnosti urCime na zaklade sekvencii so

znamymi génmi (trénovacia mnozina).
Model zostavime tak, aby pary (S, A) s vlastnostami podobnymi skuto&nym

génom mali velku pravdepodobnost Pr(S, A)

e Pouzitie: pre novu sekvenciu S najdi najpravdepodobnej$iu anotaciu
A = arg max 4 Pr(A|S) Viterbiho algoritmom v O (nm?)
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Trénovanie HMM
e Stavovy priestor + povolené prechody vacsinou ru¢ne

e Parametre (pravdepodobnosti prechodu, emisie a pociatocné) automaticky
z trénovacich sekvencii

e Cim zlozitej$i model a viac parametrov mame, tym potrebujeme viac
trénovacich dat, aby nedoslo k preuceniu, t.j. k situacii, ked model dobre

zodpoveda nejakym zvlastnostiam trénovacich dat, nie vsak d'alSim datam.

e Presnost modelu testujeme na zvlastnych testovacich datach, ktoré sme

nepouzili na trénovanie.
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Trénovanie HMM z anotovanych sekvencii

Vstup: topoldégia modelu a niekofko trénovacich parov

(S, AW (§@, 4D,

Cief': nastavit 7(u), e(u, z), a(u, v) tak, aby [, Pr(S, A(%)) bola ¢o
najvacsia

Dosiahneme jednoduchym pocitanim frekvencii

Napr. a(u, v) : najdeme vietky vyskyty stavu u a zistime, ako ¢asto za nimi ide
stav v
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Trénovanie HMM z neanotovanych sekvencii

Vstup: topoldégia modelu a niekolko trénovacich sekvencii S()
anotacie A" nepozname

Cief': nastavit 7(u), e(u, z), a(u, v) tak, aby [, Pr(S")) bola ¢o najvassia

Pouzivaju sa heuristické iterativne algoritmy, napr. Baum-Welchov, ktory je

verziou vSeobecnejSieho algoritmu EM (expectation maximization).

V kazdej iteracii pouziva dopradny a spatny algoritmus.
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Tvorba stavového priestoru modelu

Priklad HMM na hfadanie génov
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