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Formulá
ia problému, algoritmus

� Formulá
ia problému: jasne zade�nujeme vstupné a výstupné

dáta a aký výstup o£akávame pre kaºdý vstup.

� Vo formulá
ii nehovoríme akým sp�sobom vypo£ítame výstupy

zo vstupov.

� Správny algoritmus: Postup, ktorý ur£uje sp�sob, akým pre

kaºdý vstup vypo£ítame príslu²ný výstup.
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Biologi
ký problém: Pomo
ou hmotnostného spektrometra (mass

spe
trometer) sme odmerali vo vzorke peptid s hmotnos´ou K. Máme

databázu proteínov a 
h
eme zisti´, ktorý z proteínov obsahuje peptid

s touto hmotnos´ou.

Informati
ký problém: Vstup je postupnos´ n kladný
h £ísel

a[1], . . . , a[n] a £íslo K. Nájdite súvislý úsek tejto postupnosti

a[i], a[i+ 1], . . . , a[j], ktorý svojim sú£tom dáva £íslo K.

Príklad:

K=19

3 4 6 3 6 4 9 2 8

^^^^^^^
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Informati
ký problém: Vstup je postupnos´ n kladný
h £ísel

a[1], . . . , a[n] a £íslo K. Nájdite súvislý úsek tejto postupnosti

a[i], a[i+ 1], . . . , a[j], ktorý svojim sú£tom dáva £íslo K.

Triviálne rie²enie: skú²ame v²etky moºnosti

pre kaºdé i od 1 po n

| pre kaºdé j od i po n

| | suma := 0;

| | pre kaºdé u od i po j

| | | suma := suma + a[u℄

| | ak suma = K, vypí² i,j

K=19

3 4 6 3 6 4 9 2 8

i j
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Ako dlho takýto program pobeºí?

� Naimplementova´ do po£íta£a a odmera´

� Na akom po£íta£i? Na aký
h vstupo
h?

� �asová zloºitos´: (ozna£ujeme O(f(n)))

� Zvolíme si parameter 
harakterizujú
i mnoºstvo dát

napr. po£et prvkov vstupnej postupnosti n

� Pre kaºdú ve©kos´ vstupu odhadneme najhor²í prípad

� Zanedbáme kon²tanty

pre kaºdé i od 1 po n

| pre kaºdé j od i po n

| | suma := 0;

| | pre kaºdé u od i po j

| | | suma := suma + a[u℄

| | ak suma = K, vypí² i,j

�asová zloºitos´: kubi
ká, alebo O(n3)
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Pre£o je £asová zloºitos´ d�leºitá a kon²tanty nie?

O(n) O(n logn) O(n2) O(n3) O(2n)

�as na 10 ε ε ε ε ε

vyrie²enie 50 ε ε ε ε 2 weeks

problému 100 ε ε ε ε 2800 univ.

ve©kosti 1000 ε ε 0.02s 4.5s �

. . . 10000 ε 0.01s 2.1s 75m �

100000 0.04s 0.12s 3.5m 52d �

1 mil. 0.42s 1.4s 5.8h 142yr �

10 mil. 4.2s 16.1s 24.3d 140000yr �

Max ve©kos´ 1s 2.3 mil. 740000 6900 610 33

problému 1m 140 mil. 34 mil. 53000 2400 39

vyrie²ená za 1d 200 bil. 35 bil. 2 mil. 26000 49

Zvý²enie +1 � � � � ×2

£asu so ×2 ×2 ×2+ ×4 ×8 �

zvý²eným n
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Efektívnej²í algorimus

� Najprv si predpo£ítame pre kaºdý za£iatok postupnosti jej sú£et

S[i] = a[1] + a[2] + · · ·+ a[i]

a: 3 4 6 3 6 4 9 2 8

S: 3 7 13 16 22 26 35 ...

S[0℄ := 0

pre kaºdé i od 1 po n

| S[i℄ = S[i-1℄ + a[i℄

� Potom sú£et podpostupnosti od i po j vieme spo£íta´ jednodu
ho

ako S[j]− S[i− 1]

pre kaºdé i od 1 po n

| pre kaºdé j od i po n

| | ak S[j℄-S[i-1℄ = K, vypí² i,j

� �asová zloºitos´: kvadrati
ká, alebo O(n2)

� Ak sú v²etky £ísla kladné, dá sa aj v lineárnom £ase O(n)
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�al²í príklad informati
kého problému z predná²ky

Najkrat²ie spolo£né nadslovo

� Vstup: nieko©ko re´az
ov

� Výstup: najkrat²í re´aze
, ktorý obsahuje v²etky vstupné re´az
e

ako súvislé podre´az
e

Príklad:

Vstup: GCCAAC, CCTGCC, ACCTTC

Výstup: CCTGCCAACCTTC (najkrat²ie moºné)
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Ako rý
hly algoritmus poznáme pre tento problém?

Najkrat²ie spolo£né nadslovo

Nepoznáme algoritmus, ktorý by beºal v polynomiálnom £ase

t.j. O(nk) pre nejakú kon²tantu k

Tento problém je NP-´aºký.
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Ako sa vysporiada´ s NP-´aºkými problémami?

Heuristi
ké algoritmy

� Nájde aspo¬ nejaké rie²enie, aj ke¤ nie nutne optimálne

� Nejde teda o správny algoritmus rie²ia
i ná² problém, lebo pre

niektoré vstupy dáva zlú odpove¤

� Rad²ej ale hor²ia odpove¤ rý
hlo, ako perfektná o milión rokov

Príklad: Heuristika pre najkrat²í spolo£ný nadre´aze
: v kaºdom kroku

zlepíme dva re´az
e s najvä£²ím prekryvom

Príklad: CATATAT, TATATA, ATATATC

Optimum: CATATATATC, d¨ºka 10

Heuristika: CATATATCTATATA, d¨ºka 14
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Ako so vysporiada´ s NP-´aºkými problémami?

Aproxima£ný algoritmus

� �asto vieme dokáza´, ºe nejaká heuristika sa vºdy priblíºi k

optimálnemu rie²eniu aspo¬ po ur£itú hrani
u

Príklad: Heuristika pre najkrat²í spolo£ný nadre´aze
: v kaºdom kroku

zlepíme dva re´az
e s najvä£²ím prekryvom

Je dokázané, ºe vºdy nájde najvia
 3,5-krát dlh²í re´aze
 ako najlep²ie

rie²enie.

Informati
i predpokladajú, ºe v skuto£nosti najvia
 2-krát dlh²í, ale

nevieme to dokáza´.
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Ako so vysporiada´ s NP-´aºkými problémami?

Exaktný výpo£et pomo
ou iného problému

� Preformulova´ do podoby jedného z dobre známy
h NP-´aºký
h

problémov (napr. 
elo£íselné lineárne programovanie, a pod.)

� Múdri ©udia napísali programy, ktoré vedia rie²i´ tieto známe

problémy aspo¬ v niektorý
h prípado
h (CONCORD, CPLEX, a

pod.)

Preformulova´ problém

� Je toto skuto£ne jediná rozumná formulá
ia biologi
kého

problému ktorý 
h
eme vyrie²i´?

15



Zhrnutie

� Problémy zo skuto£ného ºivota je dobré najsk�r sformulova´ tak,

aby bolo jasné, aké výsledky o£akávame pre kaºdý moºný vstup.

� Takáto formulá
ia by mala by´ oddelená od postupu (algoritmu)

rie²enia.

� Informati
i merajú £as v O-£ka
h, ktoré abstrahujú od detailov

konkrétneho po£íta£a.

� Vytvorenie efektívneho algoritmu je umenie! �as´ z toho sú �nty

(ako napr. dynami
ké programovanie).

� Pre niektoré problémy poznáme iba Ne
hutne Pomalé algoritmy

(NP-´aºké).

� Aj napriek tomu vo ve©a prípado
h vieme pom�
´.
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Úvod do dynami
kého programovania

(
vi£enie)

Bro¬a Brejová

30.9.2021
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Problém platenia minimálnym po£tom min
í

Vstup: hodnoty k min
í m1,m2, . . . ,mk a 
ie©ová suma X (v²etko

kladné 
elé £ísla

Výstup: najmen²í po£et min
í, ktoré potrebujeme na zaplatenie X

Príklad: k = 3, m1 = 1, m2 = 2, m3 = 5, X = 13
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Odbo£ka: e²te matemati
kej²ia formulá
ia bez slov min
a,

suma,. . .

Vstup: kladné 
elé £ísla m1,m2, . . . ,mk a X

Výstup: 
elé £íslo n a n £ísel x1, . . . xn, pre ktoré platia nasledujú
e

podmienky:

� xi ∈ {m1,m2, . . . ,mk} pre kaºdé i = 1, 2, . . . n

�

∑
m

i=1
xi = X

� n je najmen²ie moºné.
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Problém platenia minimálnym po£tom min
í

Vstup: hodnoty k min
í m1,m2, . . . ,mk a 
ie©ová suma X (v²etko

kladné 
elé £ísla

Výstup: najmen²í po£et min
í, ktoré potrebujeme na zaplatenie X

Príklad: k = 3, m1 = 1, m2 = 2, m3 = 5, X = 13

Príklad: k = 3, m1 = 1, m2 = 3, m3 = 4, X = 6
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Algoritmus pre v²eobe
nú sústavu k min
í m1,m2, . . .mk

A[i] = 1 + min{A[i−m1], A[i−m2], ..., A[i−mk]}

A[0℄ = 0;

pre kazde i od 1 po X

min = nekone
no

pre kazde j od 1 po k

ak i >= m[j℄ a A[i-m[j℄℄ < min

min = A[i-m[j℄℄

A[i℄ = 1 + min

vypis A[X℄
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Dynami
ké programovanie vo v²eobe
nosti

� Okrem rie²enia 
elého problému rie²ime aj men²ie problémy

(nazývame i
h podproblémy)

� Rie²enia podproblémov ukladáme do tabu©ky a pouºívame pri

rie²ení vä£²í
h podproblémov

� Te
hnika dynami
kého programovania sa pouºíva na via
ero

problémov v bioinformatike
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Zarovnávanie sekven
ií

(
vi£enie)

Bro¬a Brejová

8.10.2021
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Mito
hondriálny genóm £loveka vs. ryba Danio rerio

2



Mito
hondriálny genóm £loveka vs. Drosophila melanogaster
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Mito
hondriálny genóm £loveka vs. to isté
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Drosophila proteín Es
argot zin
 �nger vs. to isté
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Drosophila proteín Es
argot zin
 �nger
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Pravdepodobnos´ a E-value

(
vi£enie)

Bro¬a Brejová

24.10.2019
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Hra£kársky prípad

Dotaz: ATGCTCAAAC (d¨ºka m = 10)

Databáza: (d¨ºka n = 300)

a

a
ttg
g
a
gattt

agatt
ggttt


tggg
g
a
gaaggg




a
gaag
gGCTCAAC

ggag

ttagttagaaggggggt
t

gt
a

agagaga
ggtaagttggagggt
a
tag
ggtgga
t

gaatggaaa


a
tgaatagtgg
agaa

taaa

t
gttttggattt

tgaaaaagg


agg
g
tagaggaagagg
a
ga
tgtg
tagagataat
a
ttgtaaga



ttggggatggg
tt
gtatg
agaa
g
gataaggtat
gaaaa
gtg

Skórova
ia s
héma: zhoda +1, nezhoda −1, medzera −1

Lokálne zarovnanie so skóre S = 6

GCTCAAAC

GCTCA-AC

E-value: ko©ko o£akávame lokálny
h zarovnaní so skóre aspo¬ S

v náhodnej databáze d¨ºky n pri náhodnom dotaze d¨ºky m
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Náhodný dotaz a dazabáza

Dotaz: GTGCCTGCAG

Databáza:



t
tgatag

ttgaa

ggg
gaga
t
ata
aga
agtg
t

t
gg

g
gataa

atgagatga
aggt

gatg
taatgttaa
gga

ta
ag

tga
atgttaaagtgt

attaagtttata

ggaat
aa
gagtgt






ag
g
gg
ga

gatggag

CCTGCAGgtata
t
a
tt
aaggatt

a

g
t
ggtgtaagttagtgtt
agt
aga
tata
taagtatt
agtt

atagag
gttagtaggt
ga

atgag
gggtaggGTGCCGAGatgtgaa

Po£et výskytov: 2
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Náhodný dotaz a dazabáza

Dotaz: TCGACCGAAA

Databáza:

ta
t

attagggattataa
ga
taaag


gt
gtgg
gggat
a
tt

tgagatt
aa
tttaa
g
at
a
agaggaat
tgaga
aaag
aaaa



gat
ataatgat
gat

aggtaataagt
t

ttgatgg
gttaga
tg

gaaataa
agttga
tt

ga
tatagtttaatgaa
gtt
gtaattaga


gat
gtgtaa
ttaa

aaagg
tg




aaa
tag
tgagtaatag


t
gt

tgag
atgtaagagt
ag

t

a
ggaa
a
tg
aa
gtt
tt

Po£et výskytov: 0
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Náhodný dotaz a dazabáza

Dotaz: CCCGTCGTAG

Databáza:


ag
attag



gttatttCGTCGTt
t

aa
gggt
tg

ttt
tgg

aa
gtgg
gaa

tt
a
aggt
agt
tgt
at
g

tg
g
ttagag
g

ga
ggta
t
gaaaggt
ggtt
agtgtgg
g
tggaaagaagaatag
a

a
a
atg
a
taatggaaggt


agtggtgtggga
att
tggaCCCGT

GTgtg

aa

tatgtgag
t

gg
gttga
t
ggaggatgttaa
aag

at
aag
tgtagg
ga
gat



g

gggttt

t
ta
tg

t
gag


Po£et výskytov: 2
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Náhodný dotaz a dazabáza

Dotaz: AGGATGAGGA

Databáza:

ttat
gatt
t

ggtg
g

agta
ag
a
aagg
t
ggat

tgtaaa

a
a
ta
a

ttaaaaa
taagt
AGGATGtgat
t


ttaaGATGAGa


agt
t
taatg
gg
gtagtggga


t
gtga

gag
taag
agtt


a
aatggg
g
t
tgag
gattgg
tggaga

ttga
tt


ggtaggt

gtggtgttagtt
tgtg


agagataa

at

a

gtaatggat
t
g

taa
ttta
GATGAAGA

gg
at
at
t
agttatattt
tagga
ggg

Po£et výskytov: 3
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Celkovo opakujeme 100 krát

S = 6, m = 10, n = 300, obsah GC 50%

Po£et výskytov: 2, 0, 2, 3, 3, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 4, 2, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 1,

0, 0, 4, 3, 1, 1, 0, 0, 0, 2, 3, 0, 0, 2, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 4, 1, 1, 0, 0, 1,

1, 1, 2, 2, 2, 0, 0, 2, 0, 1, 1, 0, 1, 2, 2, 1, 0, 0, 1, 1, 2, 0, 1, 0, 0, 1, 0,

3, 2, 0, 2, 2, 1, 0, 0, 2, 0, 0, 1, 2, 1, 1, 3, 2, 2, 1, 1, 0, 2, 0, 1, 3

Priemerný po£et výskytov: 1.05

Ke¤ 
elé opakujeme via
krát, dostávame hodnoty 0.99, 1.15, 1.02,

1.07, 0.98, . . .

Správna hodnota E-value: 0.99
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Fylogeneti
ké stromy

Tomá² Vina°

7.11.2019

1



Terminológia

� zakorenený strom, rooted tree

� nezakorenený strom, unrooted tree

� hrana, vetva, edge, bran
h

� vr
hol, uzol, vertex, node

� list, leaf, leaf node, tip, terminal node

� vnútorný vr
hol, internal node

� kore¬, root

� podstrom, subtree, 
lade

glum hobit človek elf ork
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Zopár faktov o stromo
h

� Majme zakorenený strom s n listami, v ktorom má kaºdý vnútorný

vr
hol 2 deti. Takýto strom vºdy má n− 1 vnútorný
h vr
holov a

2n− 2 vetiev (pre£o?)

� Majme nezakorenený strom s n listami, v ktorom má kaºdý

vnútorný vr
hol 3 susedov. Takýto strom vºdy má n− 2

vnútorný
h vr
holov a 2n− 3 vetiev.

� Ko©kými sp�sobmi m�ºeme zakoreni´ nezakorenený strom s n

listami?

glum hobit človek elf ork
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Bootstrap

� Náhodne vyberieme niektoré st¨p
e zarovnania, zostrojíme strom

� Celé to opakujeme ve©a krát

� Zna£íme si, ko©kokrát sa ktorá hrana opakuje v stromo
h

(v nezakorenenom strome je hrana rozdelenie listov na dve

skupiny)

� Nakonie
 zostavíme strom z 
elý
h dát a pozrieme sa ako £asto sa

ktorá jeho hrana vyskytovala

� M�ºeme zostavit aj strom z £asto sa vyskytujú
i
h hrán

� Bootstrap hodnoty sú odhadom spo©ahlivosti, hlavne ak máme


elkovo málo dát (krátke zarovnanie)

� Ak v²ak dáta nezodpovedajú vybranej metóde/modelu, tak aj pre

zlý strom m�ºeme dosta´ vysoký bootstrap
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Bootstrap

Robili sme 100× bootstrap, dostali sme tieto výsledky:

Dopl¬te bootstrap hodnoty hranám výsledného stromu (iii)

Ktoré ¤al²ie vetvy majú podporu aspo¬ 20%?

Aký strom by sme dostali, ak by sme 
h
eli ne
ha´ iba vetvy

s podporou aspo¬ 80%?
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Phylogeneti
 trees (
vi£enie)

Bro¬a Brejová

29.10.2020
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Terminology

� zakorenený strom, rooted tree

� nezakorenený strom, unrooted tree

� hrana, vetva, edge, bran
h

� vr
hol, uzol, vertex, node

� list, leaf, leaf node, tip, terminal node

� vnútorný vr
hol, internal node

� kore¬, root

� podstrom, subtree, 
lade

glum hobit človek elf ork

2



Several fa
ts about trees

� Consider a rooted tree with n leaves, in whi
h ea
h internal node

has 2 
hildren. Su
h a tree always has n− 1 internal nodes and

2n− 2 bran
hes (why?)

� Consider an unrooted tree with n leaves, in whi
h ea
h internal

node has 3 neighbours. Su
h a tree always has n− 2 internal

nodes and 2n− 3 bran
hes (why?)

� In how many ways 
an we root an unrooted tree with n leaves?

glum hobit človek elf ork
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Unrooted trees

What 
an we say about relationships from a an unrooted tree of 4

spe
ies? Can we say that some two spe
ies X and Y are 
loser to ea
h

other than to everybody else?
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Bootstrap

� Randomly sele
t several alignment 
olumns, build a tree

� Repeat many times

� Count how many times ea
h bran
h appears in the trees

(bran
h in an unrooted tree is a split of spe
ies into two groups)

� Finally build a tree from the original data and see how often was

ea
h bran
h in the repli
ates

� We 
an also build a tree dire
tly from frequent bran
hes

� Bootstrap values estimate 
on�den
e, parti
ularly if we have little

data (short alignment)

� If the data do not 
orrespond to the assumptions of the used

method/model, we 
an get an in
orre
t bran
h with a high

bootstrap
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Bootstrap

We did 100 bootstrap repli
ates, obtaining the following results:

Add bootstrap values to the tree (iii)

Whi
h additional bran
hes have support at least 20%?

What would the tree look like if we kept only bran
hes with support at

least 80%?
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Probabilisti
 models

Probabilities refer to some thought experiment involving randomness

(di
e throws, drawing balls from an urn et
.)

We set up these thought experiments in a way that mimi
s some

aspe
ts of reality (properties of DNA sequen
es, evolution et
.)

The probabilities 
omputed for the though experiment tell us

something about the real world.

A famous quotation by statisti
ian George Box �All models are wrong,

but some are useful.�
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Probabilisti
 models used in the 
ourse so far

� S
oring matri
es: 
ompare the model of random sequen
es and

related sequen
es

� E-value in BLAST: random database and query, how many

mat
hes with s
ore T do we expe
t by 
han
e?

� Gene �nding: model generating random sequen
e and annotation.

For a given sequen
e, what is its most probable annotation?

� Evolution, Jukes-Cantor model: model generating one 
olumn of

an alignment.

Unknown parameters: tree, bran
h lengths.

For a given alignment, whi
h parameters yield highest probability

(likelihood) maxparam Pr(data|param)
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Jukes-Cantor model of substitutions

Probability of observing a 
hange over bran
h of length t:

Pr(C|A, t) = (1− e−
4

3
t)/4

This applies to every pair of distin
t nu
leotides.

Probability of not observing a 
hange over bran
h of length t:

Pr(A|A, t) = (1 + 3e−
4

3
t)/4

This applies to every pair of identi
al nu
leotides.

Both 
ases in
lude also multiple unobserved 
hanges happening at the

same nu
leotide.
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More 
omplex models of substitutions

Not all substitutions are equally frequent:

Transitions (within pyrimidines T<->C, within purines A<->G) are

more frequent than transversions (A,G)<->(C,T)

Not all nu
leotides are equally frequent in a genome (GC 
ontent)

These observations are 
aptured in the HKY model (Hasegawa,

Kishino, Yano)
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HKY model

Substitution rate matrix (mati
a rý
hlostí zmeny)















−µA βπC απG βπT

βπA −µC βπG απT

απA βπC −µG βπT

βπA απC βπG −µT















κ = α/β is the ratio of transition and transversion rates

πj is the frequen
y of base j

Rate of substitution from X to Y is the produ
t of πY and a fa
tor

distinguishing transitions and transversions

The sum of ea
h row is 0 (µA = βπC + απG + βπT )

The matrix is normalized so that the expe
ted number of substitutions

per unit of time is 1
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HKY model

Substitution rate matrix















−µA βπC απG βπT

βπA −µC βπG απT

απA βπC −µG βπT

βπA απC βπG −µT















The matrix has 4 parameters κ = α/β and three frequen
ies;

we also need time t

More 
omplex model better represents real pro
esses, but we need

more data to estimate more parameters

There are many other models with higher or lower number of

parameters
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Substitution models

Substitution rate matrix (e.g. HKY)















−µA βπC απG βπT

βπA −µC βπG απT

απA βπC −µG βπT

βπA απC βπG −µT















We have methods for 
omputing Pr(Y |X, t) for given X, Y , t, and

matrix

For example, if ǫ is a very short time, Pr(C|A, ǫ) is roughly ǫβπC

This is not true for reasonably long time intervals, therefore we use

algebrai
 methods 
onsidering also multiple substitutions at the same

nu
leotide.
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K-means 
lustering

Bro¬a Brejová

12.11.2020
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Formulá
ia problému

Vstup: n-rozmerné vektory x1, x2, . . . , xt a po£et zhlukov k

Výstup: Rozdelenie vektorov do k zhlukov:

� priradenie vstupný
h vektorov do zhlukov zapísané ako £ísla

c1, c2, . . . , ct, kde ci ∈ {1, 2, . . . , k} je £íslo zhluku pre xi

� 
entrum kaºdého zhluku, t.j. n-rozmerné vektory µ1, µ2, ..., µk

Hodnoty c1, . . . , ct a µ1, ..., µk volíme tak, aby sme minimalizovali

sú£et ²tvor
ov vzdialeností od kaºdého vektoru k 
entru jeho zhluku:

t
∑

i=1

∥

∥xi − µci

∥

∥

2

2

Pre vektory a = (a1, . . . , an) a b = (b1, . . . bn) je druhá mo
nina

vzdialenosti

∥

∥a− b‖2
2
=

∑n

i=1
(ai − bi)

2

2



Príklad vstupu

x1 -2.00 -0.50

x2 -1.20 0.20

x3 -0.60 -0.20

x4 -0.50 1.80

x5 -0.30 1.50

x6 0.00 -2.00

x7 0.10 -0.40

x8 0.20 1.90

x9 0.40 0.10

x10 0.40 -1.50

x11 0.50 0.40

x12 1.00 2.00

x13 1.20 -1.50

x14 1.60 -0.80

x15 2.00 -1.10

k = 3
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Príklad výstupu

x1 -2.00 -0.50 1

x2 -1.20 0.20 1

x3 -0.60 -0.20 1

x4 -0.50 1.80 3

x5 -0.30 1.50 3

x6 0.00 -2.00 2

x7 0.10 -0.40 1

x8 0.20 1.90 3

x9 0.40 0.10 1

x10 0.40 -1.50 2

x11 0.50 0.40 1

x12 1.00 2.00 3

x13 1.20 -1.50 2

x14 1.60 -0.80 2

x15 2.00 -1.10 2

µ1 -0.47 -0.07

µ2 1.04 -1.38

µ3 0.10 1.80
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Algoritmus

Heuristika, ktorá nenájde vºdy najlep²ie zhlukovanie.

Za£ne z nejakého zhlukovania a postupne ho zlep²uje.

Ini
ializá
ia:

náhodne vyber k 
entier µ1, µ2, ..., µk spomedzi vstupný
h vektorov

Opakuj, kým sa nie£o mení:

� prira¤ kaºdý bod najbliº²iemu 
entru: ci = argminj
∥

∥xi − µj

∥

∥

2

� vypo£ítaj nové 
entroidy: µj bude priemerom (po zloºká
h)

z vektorov xi, pre ktoré ci = j
5



Zvolíme náhodné 
entrá µi
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Vektory priradíme do zhlukov (hodnoty ci)
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Zabudneme µi
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Dopo£ítame nové µi (suma klesla z 30.05 na 19.66)
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Zabudneme ci
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Dopo£ítame nové ci (suma klesla z 19.66 na 17.39)
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Prepo£ítame µi
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Prepo£ítame ci
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Prepo£ítame µi
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Prepo£ítame ci (ºiadna zmena, kon£íme)
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Príklady nieko©ký
h behov programu
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Príklady nieko©ký
h behov programu
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Príklady nieko©ký
h behov programu
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Príklady nieko©ký
h behov programu
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GO Enri
hment

Bro¬a Brejová

12.11.2020
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Gene list analysis

Many analyses yield lists of genes. Examples:

� genes with positive sele
tion in 
omparative genomi
s

� overexpressed or underexressed genes in expression analysis

� genes regulated by a spe
i�
 trans
ription fa
tor

Some of genes in a list will have a known fun
tion, others may be less

studied

2



What to do with su
h a gene list?

� Look at several interesting 
andidates and study them in detail

(bioinformati
s / wet lab)

� Determine if the whole set is enri
hed in genes with some property

� for example, genes under positive sele
tion are often enri
hed for

fun
tions in immunity

� this is 
aused by evolutionary pressure from pathogens

3



Example from Kosiol et al 2008

16,529 genes total

70 genes innate immune response (0.4% of all genes)

400 genes positive sele
tion

8 genes positive sele
tion + innate immune response (2% of pos. sel.)

Contingen
y table

Pos.sel. No pos.sel. Total

Immunity 8 (nip) 62 70 (ni)

Not immunity 392 16067 16459

Total 400 (np) 16129 16529 (n)

Observations:

Innate immune response only a small fra
tion of pos.sel.

But large enri
hemnt from 0.4% to 2%

Is it by 
han
e (due to small numbers)?

4



Example from Kosiol et al 2008

Pos.sel. No pos.sel. Total

Immunity 8 (nip) 62 70 (ni)

Not immunity 392 16067 16459

Total 400 (np) 16129 16529 (n)

Is enri
hment due to 
han
e?

Want p-value:

What would be a 
han
e of obtaining su
h an enri
hemnt if positive

sele
tion and role in innate immune response independent

(null hypothesis)

5



Null hypothesis

Pos.sel. No pos.sel. Total

Immunity 8 (nip) 62 70 (ni)

Not immunity 392 16067 16459

Total 400 (np) 16129 16529 (n)

Urn with ni = 70 white balls and n− ni = 16459 bla
k balls

Draw np = 400 balls from the urn

Denote by X the number of white balls in the sele
tion

On average we expe
t E(X) = np(ni/n) = 1.7

In reality we see nip = 8 pos. sel. genes with role in innate immunity

This is 4.7× more

How likely is this by 
han
e?
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Null hypothesis

Urn with ni = 70 white balls and n− ni = 16459 bla
k balls

Draw np = 400 balls from the urn

Denote by X the number of white balls in the sele
tion

Variable X has hypergeometri
 distribution:

Pr(X = nip) =

(

ni

nip

)(

n− ni

np − nip

)

/

(

n

np

)

P-value is Pr(X ≥ nip) = Pr(X = nip) + Pr(X = nip + 1) + . . .

Tail of the distribution

In our 
ase Pr(X ≥ 8) = 0.00028

This is 
alled Hypergeometri
 or Fisher's exa
t test

It 
an be approximated by χ2

test
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Multiple testing 
orre
tion

Often we do many tests of the same type, for example

� Test 1000 genes for positive sele
tion, sele
t those with p-value

≤ 0.05

� Test enri
hment of 1000 fun
tional 
ategories in a list of genes,

sele
tthose with p-value ≤ 0.05

Problem: If ea
h 
ategory has 5% 
han
e of being there by 
han
e,

we expe
t 50 purely random results.

If the total number of positive tests was 100, half of them were false.

Multiple testing 
orre
tion: lower threshold on p-value so that false

positives do not 
onstitute a large portion of results

Several te
hniques, e.g. FDR (false dis
overy rate)
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Komparatívna genomika (
vi£enie pre biológov)

Bro¬a Brejová

14.11.2019

1



Objavenie génu HAR1 pomo
ou komparatívnej genomiky

H©adáme úseky genómu, ktoré sa:

� dlho vyvíjali pomaly (puri�ka£ná selek
ia)

� v £loveku sa vyvíjajú prekvapivo pomaly (pozitívna selek
ia)

Postup: [Pollard et al. (2006) Nature℄

� V²etky regióny d¨ºky ≥ 100 s > 96% podobnos´ou medzi

²impanzom a my²ou/potkanom (35,000)

� Porovnali s ostatnými 
i
av
ami, zistili, ktoré majú ve©a mutá
i v

£loveku, ale málo inde (pravdepodobnostný model)

� 49 ²tatisti
ky významný
h regiónov, 96% v nekódujú
i
h

oblastia
h

� �tatisti
ky najvýznamnej²í HAR1 (Human A

elerated Region)

2



Human A

elerated Regions: HAR1

Oblas´ d¨ºky 118 báz

18 zmien medzi £lovekom a ²impanzom, 2 zmeny medzi ²impanzom a

sliepkou

Clovek
Simpanz

Gorila
Rezus

Mys
Krava

Pes
Sliepka

C T G A A A T G A T G G G C G T A G A C G C A C G T C A G C G G C G G A A A T G G T T T C T A T C A
C T G A A A T T A T A G G T G T A G A C A C A T G T C A G C A G T G G A A A T A G T T T C T A T C A
C T G A A A T T A T A G G T G T A G A C A C A T G T C A G C A G T G G A A A T A G T T T C T A T C A
C T G A A A T T A T A G G T G T A G A C A C A T G T C A G C A G T G G A A A T A G T T T C T A T C A
C T G A A A T T A T A G G T G T A G A C A C A T G T C A G C C G T G G A A A T G G T T T C T A T C A
C T G A A A T T A T A G G T G T A G A C A C A T G T C A G C A G T G G A A A C C G T T T C T A T C A
C T G A A A T T A T A G G T G T A G A C A C A T G T C A G C G G T G C A A A C A G T T T C T A T C A
C T G A A A T T A T A G G T G T A G A C A C A T G T C A G C A G T A G A A A C A G T T T C T A T C A

� Prekrývajú
e sa RNA gény HAR1R a HAR1F

� HAR1F je exprimovaný v neokortexe u 7 a 9 týºdenný
h embrií,

nesk�r aj v iný
h £astia
h mozgu (u £loveka aj iný
h primátov)

� V²etky substitú
ie v £loveku A/T->C/G, stabilnej²ia RNA

²truktúra (ale tieº sú blízko k telomére, kde takéto mutá
ie £asté)
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H©adanie génov (
vi£enie)

Bro¬a Brejová

25.11.2021
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H©adanie génov

Ideálne kombiná
ia výpo£tový
h modelov a experimentálnej informá
ie

� RNA-seq

� Metódy na detek
iu proteínov

� Komparatívna genomika (
elogenómové zarovnania, zarovnanie

proteínov z príbuzného organizmu)

� Stav 
hromatinu, histónové modi�ká
ie

2



Históny a nukleozómy

� DNA v 
hromozómo
h ovinutá okolo nukleozómov

pozostávajú
i
h z histónov H2A, H2B, H3, H4

� 146 báz ovinutý
h okolo nukleozómu, 

a 50 báz medzi

nukleozómami

3



Histónové modi�ká
ie

� Posttransla£né modi�ká
ie, napr. metylá
ia

� Ozna£enie napr. H3K4me1 je (mono-)metylá
ia ²tvrtej amino

kyseliny (lyzínu) v proteíne H3

Zis´ovanie v genóme

� Enzýmom nasekáme DNA medzi nukleozómami

� Nukleozómy s danou modi�ká
iou extrahujeme pomo
ou

protilátky (
hromatin immunopre
ipitation, ChIP)

� Extrahovanú DNA identi�kujeme pomo
ou mi
roarray alebo

sekvenovaním a mapovaním na genóm (ChIP-
hip alebo ChIP-seq)

4



Priemerné pro�ly okolo za£iatku transkrip
ie, Barski et al 2007
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Konkrétne gény, Barski et al, The Cell, 2007
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Cvi£enia pre biológov, 10.12.2020

Zhrnutie semestra

1



Tvorba bioinformati
kého nástroja

� Sformulujeme biologi
ké 
iele

(aké máme dáta, aké typy otázok sa 
h
eme pýta´).

� Sformulujeme informati
ky/matemati
ky

(napr. ako pravdepodobnostný model).

Dostaneme informati
ké zadanie problému, v ktorom je presne

daný vz´ah medzi vstupom a ºelaným výstupom

(napr. nájs´ zarovnanie s max. skóre v ur£itej skórova
ej s
héme).

� H©adáme efektívne algoritmy na rie²enie informati
kého problému.

� Ak sa nám nepodarí nájs´ dos´ rý
hly algoritmus, pouºijeme

heuristiky, ktoré dávaju pribliºné rie²enia.

� Testujeme na reálny
h dáta
h, £i sú výsledky biologi
ky správne

(£i bol model dobre zvolený, £i heuristiky dobre fungujú).

2



Pouºitie bioinformati
kého nástroja

� Sformulujeme biologi
ké 
iele

(aké máme dáta, aké typy otázok sa 
h
eme pýta´).

� Porozmý²©ame, aký typ nástroja, resp. i
h kombiná
ia by nám

mohli pom�
´

� Alebo h©adáme v literatúre nástroj na typ problému, s ktorým sme

sa e²te nestretli

� Pre správne nastavenie parametrov a interpretovanie výsledkov je

d�leºité pozna´ model, predpoklady, ktoré autori nástroja pouºili,

resp. zdroj dát v príslu²nej databáze

� Konkrétne nástroje a webstránky sa rý
hlo menia, 
elkové prin
ípy

sa menia pomal²ie

3



Preh©ad preberaný
h tém

� Zostavovanie genómov (najkrat²ie spolo£né nadslovo, heuristiky,

de Bruijnov graf)

� Zarovnania (skórovanie ako pravdepodobnostný model, dynami
ké

programovanie, heuristi
ké zarovnávanie, E-value a P-value,

lokálne vs. globálne, párové vs. via
násobné, 
elogenómové)

� Evolú
ia (pravdepodobnostné modely substitú
ií, metóda

maximálnej vierohodnosti, metóda maximálnej úspornosti, metóda

spájania susedov)

� H©adanie génov (skryté Markovove modely)

� Komparatívna genomika (h©adanie konzervovaný
h oblastí,

komparatívne h©adanie génov, pozitívny výber, fylogeneti
ké

HMM, kodónové mati
e)
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Preh©ad preberaný
h tém (pokra£ovanie)

� Expresia génov (zhlukovanie, klasi�ká
ia, regula£né siete,

transkrip£né faktory, h©adanie motívov)

� Proteíny (predik
ia ²truktúry, pro�ly a pro�lové HMM

rodín/domén, protein threading)

� RNA ²truktúra (dynami
ké programovanie, sto
hasti
ké

bezkontextové gramatiky)

� Popula£ná genetika (mapovanie aso
iá
ií, väzbová nerovnováha,

geneti
ký drift, ²truktúra a história populá
ie)
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Nahliadli sme do sveta informatiky

� Algoritmus, £asová zloºitos´

� NP-´aºké problémy, presné algoritmy, heuristiky, aproxima£né

algoritmy

� Dynami
ké programovanie

� Stromy, grafy

� Skryté Markovove modely a bezkontextové gramatiky
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�al²ie predmety

� Genomika N-mCBI-303, Nosek a kol. (LS, 2P, 3kr)

� Seminár z bioinformatiky 1, 2 Vina° (ZS/LS, 2S, 2kr)

� Linux pre pouºívate©ov 1-AIN-500, Nagy (LS, 2K, 2kr)

� Programovanie (1) 1-MAT-130, Salan
i (ZS, 2P/2C, 5kr)

� http://
ompbio.fmph.uniba.sk/vyuka/
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Teória grafov

Bro¬a Brejová

19.12.2020
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Grafy a grafové algoritmy

Graf: 7 vr
holov (mestá), 8 hrán (
estné spojenia)

2



Po£et vr
holov n, po£et hrán m

Nezáleºí na rozmiestnení vr
holov

Cesta: Postupnos´ nadväzujú
i
h

hrán, ºiadny vr
hol sa neopakuje

Brno

140

181

346

310
446

86
132

207

Plzen

Praha Bratislava

Nitra

Ostrava Kosice

Napr. Plze¬�Praha�Brno�Bratislava je 
esta

Brno�Ostrava�Ko²i
e�Brno�Praha nie je 
esta

Najkrat²ia 
esta z a do b: Cesta spájajú
a vr
holy a a b s najmen²ím

sú£tom vzdialeností na hraná
h

Moºno spo£íta´ v £ase O(n2) Dijkstrovym algoritmom.

Cyklus: Postupnos´ nadväzujú
i
h hrán, ktorá sa vra
ia do

vý
hodzieho bodu, nemá ºiadne iné opakujú
e sa vr
holy.
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Pro
tor and Gamble sú´aº, 1962
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Problém ob
hodného 
estujú
eho

Vr
holy: mestá na mape

Hrany: medzi kaºdými dvoma vr
holmi, váha je vzdu²ná vzdialenos´

Úloha: ob
estova´ v²etky mestá tak, aby 
elková vzdu²ná vzdialenos´

bola minimálna (Hamiltonovská kruºni
a)

Jednodu
há heuristika: Vºdy

pokra£uj v najbliº²om meste, ktoré

sme e²te nenav²tívili.

Správny a efektívny algoritmus? Nane²´astie, ob
hodný 
estujú
i je

NP-´aºký problém.
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Príklad: Sie´ interak
ií proteínov

Vr
holy: proteíny

Hrany: priame interak
ie

Metaboli
ké dráhy zodp. 
estám

Metaboli
ké 
ykly zodp. 
yklom

Kliky: Skupiny vr
holov priamo pre-

pojené kaºdý s kaºdým

Komplexy zodpovedajú klikám

Komponenty súvislosti: Najvä£²ie

skupiny vr
holov tak, aby sa v kaº-

dom komponente dalo dosta´ z kaº-

dého vr
holu do kaºdého.
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Príklad: Fylogeneti
ký strom

� Stromy sú ²pe
iálna podtrieda

grafov (a
ykli
ké, súvislé)

� Vr
holy: listy, vnútorné

(spolu n)

� Hrany: n− 1

� Binárny strom: kaºdý vnútorný

vr
hol má 2 synov

�al²ie príklady stromov: hierar
hi
ké zhlukovanie, dátové ²truktúry

na rý
hle vyh©adávanie

�al²ie príklady grafov: de Bruijnov graf, fylogeneti
ká sie´ (evolú
ia

s horizontálnym prenosom génov alebo rekombiná
iou), regula£né

siete, hierar
hia GO (gene ontology)
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Cvi£enia pre biológov, 10.12.2020

Zhrnutie semestra

1



Tvorba bioinformati
kého nástroja

� Sformulujeme biologi
ké 
iele

(aké máme dáta, aké typy otázok sa 
h
eme pýta´).

� Sformulujeme informati
ky/matemati
ky

(napr. ako pravdepodobnostný model).

Dostaneme informati
ké zadanie problému, v ktorom je presne

daný vz´ah medzi vstupom a ºelaným výstupom

(napr. nájs´ zarovnanie s max. skóre v ur£itej skórova
ej s
héme).

� H©adáme efektívne algoritmy na rie²enie informati
kého problému.

� Ak sa nám nepodarí nájs´ dos´ rý
hly algoritmus, pouºijeme

heuristiky, ktoré dávaju pribliºné rie²enia.

� Testujeme na reálny
h dáta
h, £i sú výsledky biologi
ky správne

(£i bol model dobre zvolený, £i heuristiky dobre fungujú).
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Pouºitie bioinformati
kého nástroja

� Sformulujeme biologi
ké 
iele

(aké máme dáta, aké typy otázok sa 
h
eme pýta´).

� Porozmý²©ame, aký typ nástroja, resp. i
h kombiná
ia by nám

mohli pom�
´

� Alebo h©adáme v literatúre nástroj na typ problému, s ktorým sme

sa e²te nestretli

� Pre správne nastavenie parametrov a interpretovanie výsledkov je

d�leºité pozna´ model, predpoklady, ktoré autori nástroja pouºili,

resp. zdroj dát v príslu²nej databáze

� Konkrétne nástroje a webstránky sa rý
hlo menia, 
elkové prin
ípy

sa menia pomal²ie

3



Preh©ad preberaný
h tém

� Zostavovanie genómov (najkrat²ie spolo£né nadslovo, heuristiky,

de Bruijnov graf)

� Zarovnania (skórovanie ako pravdepodobnostný model, dynami
ké

programovanie, heuristi
ké zarovnávanie, E-value a P-value,

lokálne vs. globálne, párové vs. via
násobné, 
elogenómové)

� Evolú
ia (pravdepodobnostné modely substitú
ií, metóda

maximálnej vierohodnosti, metóda maximálnej úspornosti, metóda

spájania susedov)

� H©adanie génov (skryté Markovove modely)

� Komparatívna genomika (h©adanie konzervovaný
h oblastí,

komparatívne h©adanie génov, pozitívny výber, fylogeneti
ké

HMM, kodónové mati
e)
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Preh©ad preberaný
h tém (pokra£ovanie)

� Expresia génov (zhlukovanie, klasi�ká
ia, regula£né siete,

transkrip£né faktory, h©adanie motívov)

� Proteíny (predik
ia ²truktúry, pro�ly a pro�lové HMM

rodín/domén, protein threading)

� RNA ²truktúra (dynami
ké programovanie, sto
hasti
ké

bezkontextové gramatiky)

� Popula£ná genetika (mapovanie aso
iá
ií, väzbová nerovnováha,

geneti
ký drift, ²truktúra a história populá
ie)
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Nahliadli sme do sveta informatiky

� Algoritmus, £asová zloºitos´

� NP-´aºké problémy, presné algoritmy, heuristiky, aproxima£né

algoritmy

� Dynami
ké programovanie

� Stromy, grafy

� Skryté Markovove modely a bezkontextové gramatiky
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�al²ie predmety

� Genomika N-mCBI-303, Nosek a kol. (LS, 2P, 3kr)

� Seminár z bioinformatiky 1, 2 Vina° (ZS/LS, 2S, 2kr)

� Linux pre pouºívate©ov 1-AIN-500, Nagy (LS, 2K, 2kr)

� Programovanie (1) 1-MAT-130, Salan
i (ZS, 2P/2C, 5kr)

� http://
ompbio.fmph.uniba.sk/vyuka/
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Teória grafov

Bro¬a Brejová

19.12.2020
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Grafy a grafové algoritmy

Graf: 7 vr
holov (mestá), 8 hrán (
estné spojenia)
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Po£et vr
holov n, po£et hrán m

Nezáleºí na rozmiestnení vr
holov

Cesta: Postupnos´ nadväzujú
i
h

hrán, ºiadny vr
hol sa neopakuje

Brno

140

181

346

310
446

86
132

207

Plzen

Praha Bratislava

Nitra

Ostrava Kosice

Napr. Plze¬�Praha�Brno�Bratislava je 
esta

Brno�Ostrava�Ko²i
e�Brno�Praha nie je 
esta

Najkrat²ia 
esta z a do b: Cesta spájajú
a vr
holy a a b s najmen²ím

sú£tom vzdialeností na hraná
h

Moºno spo£íta´ v £ase O(n2) Dijkstrovym algoritmom.

Cyklus: Postupnos´ nadväzujú
i
h hrán, ktorá sa vra
ia do

vý
hodzieho bodu, nemá ºiadne iné opakujú
e sa vr
holy.
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Pro
tor and Gamble sú´aº, 1962
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Problém ob
hodného 
estujú
eho

Vr
holy: mestá na mape

Hrany: medzi kaºdými dvoma vr
holmi, váha je vzdu²ná vzdialenos´

Úloha: ob
estova´ v²etky mestá tak, aby 
elková vzdu²ná vzdialenos´

bola minimálna (Hamiltonovská kruºni
a)

Jednodu
há heuristika: Vºdy

pokra£uj v najbliº²om meste, ktoré

sme e²te nenav²tívili.

Správny a efektívny algoritmus? Nane²´astie, ob
hodný 
estujú
i je

NP-´aºký problém.
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Príklad: Sie´ interak
ií proteínov

Vr
holy: proteíny

Hrany: priame interak
ie

Metaboli
ké dráhy zodp. 
estám

Metaboli
ké 
ykly zodp. 
yklom

Kliky: Skupiny vr
holov priamo pre-

pojené kaºdý s kaºdým

Komplexy zodpovedajú klikám

Komponenty súvislosti: Najvä£²ie

skupiny vr
holov tak, aby sa v kaº-

dom komponente dalo dosta´ z kaº-

dého vr
holu do kaºdého.
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Príklad: Fylogeneti
ký strom

� Stromy sú ²pe
iálna podtrieda

grafov (a
ykli
ké, súvislé)

� Vr
holy: listy, vnútorné

(spolu n)

� Hrany: n− 1

� Binárny strom: kaºdý vnútorný

vr
hol má 2 synov

�al²ie príklady stromov: hierar
hi
ké zhlukovanie, dátové ²truktúry

na rý
hle vyh©adávanie

�al²ie príklady grafov: de Bruijnov graf, fylogeneti
ká sie´ (evolú
ia

s horizontálnym prenosom génov alebo rekombiná
iou), regula£né

siete, hierar
hia GO (gene ontology)
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