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Substitucné modely, oznacenie

Nech P(b|a,t) je pravdepodobnost, ze ak zacneme s bazou a, tak po
Case t budeme mat bazu b.

Matica pravdepodobnosti prechodu:

[ P(AJAt) P(C|At) P(G|At) P(T|At) )
S P(A|C,t) P(C|C,t) P(G|C,t) P(T|C,¢t)
P(A|G,t) P(C|G,t) P(G|G,t) P(T|G,t)

\ P(A|T,t) P(C|T,t) P(G|T,t) P(T|T.t)



Substitucné modely, poziadavky

e S(0)=1

( Ta mo TG T )

. TA TC TG TT
e lim; ,, S(t) =
TA To TG T

\ T4 7 7@ T )

Rozdelenie m nazyvame limitné (equilibrium)

o S(t1+ta) = S(t1)S(t2) (multiplikativnost)

e Pre Jukes-Cantorov model by navyse malo platit

[(1-3s(t)  s(t) s(t) s(t)
s(t) 1 — 3s(t) s(t) s(t)

s(t) s(t) 1 — 3s(t) s(t)

\ s(t) s(t) s(t) 1 — 3s(t) )
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S(t) =




((1-3s(t)  s(t) s(t) st)

S(t) = s(t) 1 — 3s(t) s(t) s(t)
s(t) s(t) 1 — 3s(t) s(t)
\ s(t) s(t) s(t)  1—3s(t)
S(2t) = S(t)? =
/ 1 —6s(t) + 12s(t)? 25(t) — 4s(t)? 25(t) — 4s(t)? 25(t) — 4s(t)? \
25(t) — 4s(t)? 1 — 6s(t) + 12s(t)? 25(t) — 4s(t)? 25(t) — 4s(t)?
25(t) — 4s(t)? 25(t) — 4s(t)? 1 — 6s(t) + 12s(t)? 25(t) — 4s(t)?
\ 2s(t) — 4s()? 2s(t) — 4s(t)? 2s5(t) —4s(t)2 1 —6s(t) + 12s(t)?
[(1-6s(t)  2s(t) 25(t) 25(t) )
N 2s(t) 1 —6s(t) 2s(t) 2s(t)
- 25(t) 20s(t)  1—6s(t)  2s(t)
\ 2s(0) 25(t) 2s(t)  1—6s(t) )
pre t — 0
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Matica rychlosti (matica intenzit, substitution rate matrix)

e Matica rychlosti pre Jukes-Cantorov model:

( —3 « Q « \
Q —3« Q Q0

Q Qv —3« v
\ Q « Q —3 )

e Pre velmi maly Cas t je S(t) ~ [ + Rt

e Rychlost « je pravdepodobnost zmeny za jednotku ¢asu pre vel mi
kratke t, resp. derivacia s(t) vzhladom na ¢ v bode 0

e RieSenim diferencialnych rovnic pre Jukes-Cantorov model
dostavame s(t) = (1 — e~ 42t) /4



Riesenie pre Jukes-Cantorov model

[((1+3e7%1)/4  (1—eb)/4  (1—eoh)/4  (1—e*t)/4
(1—e~%0t)/4 (14 3e~40t)/4 (1 —etot)/4 (1 — e dot)/q
(1—etot)y/4 (1 —e ) /4 (14 3e 1) /4 (1 —ett)/4
\ (1—e )4 (1—eot)/4  (1—etot)/4 (143e10)/4 |

Matica rychlosti sa zvykne normalizovat tak, aby na jednotku casu
pripadla v priemere jedna substitlcia, co dosiahneme ak a =1/3



Substitucné matice, zhrnutie

e S(t): matica 4 x 4, kde policko S(t)s,» = P(bla,t) je pravdepodobnost,
ze ak zacneme s bazou a, tak po case t budeme mat bazu b.

e Jukes-Cantorov model predpoklada, ze P(bla,t) rovnaka pre kazdé
a#b

e Pre dany cas t mame mimo diagonaly s(t), na diagonale 1 — 3s(t)

e Matica rychlosti R: pre J-C model mimo diagonaly «, na diagonale —3«

e Pre velmi malé t mame S(t) ~ I — Rt

e Rychlost o je pravdepodobnost zmeny za jednotku ¢asu pre velmi
malé t, resp. derivacia s(t) vzhladom na ¢ v bode t =0

e Riesenim diferencialnych rovnic pre J-C model dostavame
s(t) = (1 —e ") /4

e Matica rychlosti sa zvykne normalizovat tak, aby na jednotku casu

pripadla v priemere jedna substiticia, co dosiahneme ak @ = 1/3



Korekcia evolucnych vzdialenosti
Pr(Xiyit = C| Xy = A) = 1(1 — e~ 5%)

Ocakavana frekvencia pozorovanych zmien na bazu za cas t:
D(t) = Pr(Xpo4e # Xp,) = 5(1— e75%)

0.75

Pozorované zmeny
0.35
|

0.00

0.0 0.471 2.5
Dizka hrany (¢as)

Korekcia pozorovanych vzdialenosti

3 4 3 4
D:Z(l—e_ﬁt) = t:—Zln(l—gD)



Zlozitejsie modely

e VsSeobecna matica rychlosti R

( : HAC HAG NAT\
R — HC A - Hcae HoerT
hca HGc - el

\ HTA HTC HTG - )

® /i, je rychlost, akou sa baza = meni na int bazu y

Pr(y | x,t)

e PresnejSie f1,, = limy_,q n

e Diagonalu dopocitame tak, aby siicet kazdého riadku bol 0

e Existuji modely s mensim poctom parametrov (kompromis medzi
J-C a lubovolnou maticou)



Kimurov model

e Zachytava, Ze puriny sa CastejSie menia na iné puriny (A a G) a
pyrimidiny na ine pyrimidiny (Ca T)

e Ma dva parametre: rychlost tranzicii «, transverzii 3

(—25—04 I5; Q 15 \
. B 15 —20 — « I5; Q
o) 15 —20 — « I5;

\ 5 a B —28-a )
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HKY model (Hasegawa, Kishino, Yano)

Rozsirenie Kimurovho modelu, umoznuje aj rézne
pravdepodobnosti A, C, G a T v limite (v ekvilibriu)

Ak nastavime cas v evoluénom modeli na nekonecno, nezalezi na
tom, z ktorej bazy sme zacali, frekvencia vyskytu jednotlivych baz
sa ustali v tzv. ekvilibriu.

V Jukes-Cantorovom modeli je pravdepodobnost kazdej bazy v
ekvilibriu 1/4.

V HKY si zvolime aj frekvencie jednotlivych nukleotidov v
ekvilibriu w4, 7o, T, T so stctom 1

Parameter x: pomer tranzicii a transverzii («/f3)

Matica rychlosti:
kT, ak mutacia z x na y je tranzicia

Ha,y =
7, ak mutacia z z na y je transverzia
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Od R k S(t)

Pre zlozité modely nevieme odvodit explicitny vzorec na vypocet
S(t), ako sme mali pri Jukes-Cantorovom modeli

Vo vseobecnosti S(t) = eft
Exponencialna funkcia matice A sa definuje ako e = >"77 5 A"

Ak R diagonalizujeme R = UDU !, kde D je diagonalna matica,
tak eftt = UeP*U~1 a exponencialnu funkciu uplatnime iba na
prvky na uhlopriecke D

Diagonalizacia vzdy existuje pre symetrické R (na diagonale
vlastné hodnoty)
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